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Presentacion Espacios Vectoriales.
¢Por qué?

Ustedes se han encontrado, en su experiencia, muchas veces con conjuntos de
elementos donde tiene sentido o0 es necesario trabajar sumando elementos de ese con-
junto o multiplicando elementos de ese conjunto por un escalar, obteniendo siempre otro
elemento de ese conjunto.

= Eso sucedié cuando trabajaron con vectores en R? o en R3: la suma de dos vectores
de R? o R3, daba por resultado otro vector de R? o R? respectivamente. Lo mismo
pasaba cuando calculabamos multiplos de un vector.

= También sucedid, cuando estudiaron funciones, aprendieron a sumar funciones con
la definicion:

(f +9)(x) = f(z) + g(z), Yo € Dom(f) N Dom(g)
y también a multiplicar una funcién por un escalar:

(kf)(x) =kf(x), Vo € Dom(f)yVz € R.

m Si ademas las funciones eran continuas, obtenias otra funcién continua; si las
funciones eran derivables obtenias otra funcion derivable.

En todos estos casos, la suma de elementos de un conjunto V y el producto
de un elemento de ese conjunto por un niumero, siempre daba como resultado
otro elemento de ese conjunto. Las cosas quedaban encerradas en el conjunto
en el que trabajabamos.

e Estudiaremos las propiedades comunes de este tipo de sistemas que constan
de un conjunto de elementos, que vamos a llamar V, donde se define una suma
y un producto por escalar (elementos de un conjunto numérico) de forma tal
que sus resultados nunca se escapan del conjunto dado.

e Si hacemos un esfuerzo de abstraccién y estudiamos las propiedades comunes
de estos sistemas, tendremos resultados que seran inmediatamente validas
tanto para el conjunto de funciones, como para el conjunto de vectores, matrices,
polinomios, entre otros.

Vamos entonces a definir formalmente qué es un espacio vectorial.



Definicion de Espacio Vectorial

Un espacio vectorial, consta de:

e Un conjunto V de objetos que llamaremos vectores;
e Un conjunto K de escalares (K =R, o K = C);

e Una operacion, llamada suma, definida entre los elementos
del conjunto V, que cumple u + v € V;

e Una operacién llamada producto por escalar, que asocia a
cada escalar A € Ky cada vector u € V el vector \.u € V.

Ademas las operacion suma y producto por escalar deberan cumplir:

S1.
S2.
S3.

S4.

P1.
P2.
P3.
P4.

u+v=v+u, VYu,v€V (conmutatividad);
u+(v+w) = (u+v)+w=u+v+w, Vu,v,w €V (asociatividad);

30y € V/u+ Oy = Oy + u = u (Existencia del elemento neutro
para la suma);

Vu €V, 3 (—u) € Vtal que u+ (—u) = Oy (Existencia del inverso
aditivo para todo elemento de V).

lu=u, YueV,

(AB).u=A(B.u), VA BeKyVYueV,;

Alu+v)=Au+ v, YAeEKyVu,veV

A B)u=Au+Pu, VN\LeKyYueV



Ejemplos de Espacios de Vectoriales

Empecemos por el mas familiar: V=R", K =R, con lasumay el
producto habituales es un espacio vectorial. Se dice que R” es un
R espacio vectorial.

Notacion: Aqui siempre escribiremos a los vectores, como vecto-
res columna.
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El conjunto C", de las n-uplas formadas por nimeros complejos,
osea C" = {[z1zg...... x,)%, 21, ... 2, € C} junto con el conjunto
de escalares complejos K = C, con la suma y el producto por
escalar como los de antes forman un espacio vectorial. Se dice
que C" — C es un espacio vectorial.

El conjunto C", de las n-uplas formadas por nimeros complejos,
como antes con el conjunto de escalares reales K = R, con la
misma definicidn de suma y producto por escalar, también forman
un espacio vectorial. En este caso se dice que C" - R es un espacio
vectorial.

Los conjuntos de matrices de m filas y n columnas que se notan:
R™™ y C™*™ segun sus coeficientes sean reales o complejos,
junto con los conjuntos de escalares reales, cuando trabajamos
con R" vy, en el caso de C™*" tanto con el conjunto numérico R
como C, forman un espacio vectorial con la definicion de suma'y
producto por escalar ya conocidas.

C(I) denota el conjunto de todas las funciones continuas con
dominio en I C Ry codominio R:
C(I)={f:1— R, f es continua},

junto con el conjunto de escalares K = R, donde se define la suma
como:

frg: 1 —R/(f+g)(x)=f(r)+g(x)



y el producto por un escalar A € R como:
ANf): T —R/A\f)x) =Af(x),VA R

y Vf € C(I) es un espacio vectorial.

Recordemos que si f y g € C(I), se dice que f = g si se cum-
ple que f(z) = g(z), Vx € I. En este espacio vectorial O¢
es la funcion nula (el elemento neutro del espacio vectorial),
osea, O¢q(z) =0, Vz € L.

El conjunto R,,[x] es el conjunto de todos los polinomios con co-
eficientes reales de grado menor e igual que n, con el conjunto
K = R y la suma y producto por escalares definidos como en el
item anterior forman un espacio vectorial. Si P € R,,[z]

P=a2"+ - -+ax+ay, aq€ERi=1...,n.
Dados

P = a2+ -+ a1z + ap € R,[7]
Q = b+ +bix+ by € R,[x]

sediceque P=Q < a;=b;Vi=1,...,n.
El elemento neutro O, (.|, €n este espacio vectorial es el polinomio
nulo, es decir el polinomio que tiene todos sus coeficientes iguales
ao:

@an =0z" 4 ---+ 0z + 0.



Propiedades elementales

A partir de los axiomas se pueden demostrar las siguientes propieda-
des:

e El elemento neutro Oy € V es Unico.

e El simétrico de un elemento v € V es Unico.

e Ou =0y paratodo u € V.

e \Oy = Oy para todo escalar \ € K.

e Si \u = Oy entonces A = 0 0 u = Oy.

o (—lu=(—u).
Demostremos alguna de estas propiedades

e El elemento neutro Oy € V es Unico.

Supongamos que Oy y Oy son elementos neutros en el espacio
vectorial. Es decir

Oy +u=u+ Oy =u,
paratodou e Vy
@V+U:U+@V=U,

paratodo v € V.

Pero como esto es cierto para todo w,v € V, en particular se
cumple si u = Oy y v = Qy. Por lo tanto: Oy = Oy.

e 0 -u=0Qyparatodou e V.
Sabemos que:

u=(1+4+0)-u=1-u+0-u=u+0-u
entonces

(—u)+u=(—u)+u+0-u=0-u=0y=0-u

A\

Ov Ov

Cada paso utilizado debe corresponder a un axioma o una pro-
piedad ya demostrada.
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Subespacios

Suponiendo que V es un K espacio vectorial vamos a estudiar co6-
mo detectar aquellos subconjuntos de V que resultan ser un espacio
vectorial con las operaciones de sumay producto por escalar definidos.

Subespacios Suponiendo que V es un K espacio vectorial vamos a
estudiar como detectar aquellos subconjuntos de V que resultan ser un
espacio vectorial con las operaciones de suma y producto por escalar
definidos.

Definicién: Un subespacio de un K espacio vectorial V, es un
subconjunto S C V, S # () que resulta ser un espacio vectorial
con la suma y el producto por escalar definidos.

Cuando estudiamos si S cumple la definicidn de espacio vectorial,
debemos verificar, en primer lugar:

e que S resulta ser cerrado para las operaciones suma.
e que S resulta ser cerrado para producto por escalar.



Ahora bien, por estar S incluido en un espacio vectorial hay una
serie de propiedades que con seguridad se van a cumplir. 4 Cua-
les?

e La suma es conmutativa para todo par de elementos de V, por lo
tanto serd conmutativa, en particular, para todo par de elementos
en S. Lo mismo sucede con la propiedad asociativa para la suma
y con las otras propiedades relativas al producto por escalar.

Ya demostramos que en todo espacio vectorial se cumple que
Ou = Qv, asi que si S # () = para cualquier u € S, se va a cumplir
que .u =0y ycomo A ue S, Ve K= 0Oy eS.

e Ademas, es facil ver que si un subconjunto de un espacio vec-

torial V, es cerrado para la suma y el producto por escalar y
Oy € S = Sresulta ser un espacio vectorial.
Entonces, si estamos en un espacio vectorial para ver si un sub-
conjunto de V es un espacio vectorial con la suma y producto por
escalar ya definidos, s6lo necesitaremos chequear tres propieda-
des.

Si V es un K espacio vectorial, se dice que S C V es un
subespacio de V si se cumple:

o 1.0y € S;
e 2.Siu,veS=u+veSs,

e 3.SiueSy eK= lues.

Tendremos como primer tarea estudiar si distintos subconjuntos defini-
dos en un espacio vectorial son o no son subespacios.



Ejemplo de conjuntos que no son subespacios



Algunos ejemplos

Empecemos con un ejemplo familiar: el conjunto:
S = {(xl 9 xg)T - IR{S/xl — 229 + 13 = 0}

¢,es un subespacio de R?, con la suma y producto por escalar habitua-
les?.

Demostremos analiticamente que es un subespacio:

a Ops € S ¢Por qué? Porque Qs = (0 0 0)” cumple la condicién
dada por la ecuacién que define a este conjunto, pues 0—2.0+0 =
0.

b Siu,v €S =u=(x; 22237,y v=(y1 y2 y3)T son dos vectores
en R3 que cumplen la ecuacioén que define a S. Tenemos que
verificar si la suma de estos dos puntos genéricos de S pertenece
asS,u+v= (x1+y1 To + Yo x3+y3).
Si reemplazamos en la ecuacioén de S, las correspondientes coor-
denadas: (x1+y1)—2(m2+y2)+(a:3+y3) = (351 — 229 + 5133) + (y1 — 219 + y3> =

A\ g A\ g

=0 pu?ars ues =0 puzs vesS
04+0=0
cSiNeRyueS =z vy M\x3)T =€ S, pues \r; — 2\x9 +
)\%3:/\(561—2%2—{-1}3):)\0:0

A 7

=0 pues ucs

Como el Conjunto S cumple con las tres condiciones vistas pode-
mos afirmar que es un subespacio de R?.

Ahora bien, el subespacio S, también puede describirse explicitando
la forma de las soluciones de la ecuacion:

T — 209+ 23 =0<= 3= —21 + 229

Ty Iy
ueS=—=u= |z9| = T9 =
I3 —21 + 2.172



1 0
U= T Ol +x9 1], 21,29 € R.
—1 2

Notarque [I 0 —1]7y[0 1 2] pertenecen al subespacio
vectorial S, y estamos haciendo sumas y multiplicando estos
elementos, que estan en S, por escalares z; (con i =1, 2).

Antes de dar nuestra préxima definicidn veamos en otro ejemplo,
como hay expresiones que se repiten mas alla de la naturaleza
distinta de los elementos del espacio vectorial.

Estudiemos el conjunto:

T = {p € Ry[z]/p(1) = 0},

veamos que es un subespacio de Ry[z], con la suma y el producto por
escalar ya definidos.

Tenemos que ver, entonces, que se cumplen las tres condiciones de
subespacio:

a. El polinomio nulo O, cumple obviamente la condicion, pues
Og,[y(7) =0 Vx € R, en particular Op,, (1) = 0.

b. Si Py @Q € T entonces el polinomio P + @, cumple que:
(P+Q)(1) = P(1) +Q(1) =0

c. Por ultimo sitomamos A €e Ry P € T, el polinomio A P, cumple
que:
(AP)(1) =AP(1)=AX0=0

Como el Conjunto T cumple con las tres condiciones de la defini-
cién, podemos afirmar que es un subespacio de R;|x].

¢,Como son los elementos de este subespacio?



Si P € T, entonces se cumplen:

o P = ayx® + ayx + ag por ser un elemento de Ry[z]
e P(l)=as+a;+ay=0, < ay= —as — ay.

Por lo tanto:

P = ayx® + a1z + (—ag — a1) = az(2® — 1) + ay(x — 1)

Entonces, P€ T & P =ay (2?2 — 1) +ay;(x — 1), conai,as € R.

Notar que (z? — 1) y (z — 1) son elementos del subespacio 7', y estamos sumando
multiplos de estos elementos, que estan en 7.

Observacion:

Trabajamos con dos subespacios, uno de ellos S en R? y el otro, T en R,[z], para
los dos encontramos una forma (muy parecida) de describir los elementos que pertenecian
a cada uno:

ueSsu=z (10 —1)T 425 (012)7, 21,25 €R.

~—_—— ——

vector de S vector de S

PeTe P=ay (2 —1)+a; (x—1), conap,ay €R.
N—— ——
vectorde T vectorde T



Combinacién lineal

Definicién: Un vector w € V — K espacio vectorial, es combinacion lineal de un con-
junto de vectores vy, vs, . .., v, €n'V, si existen escalares, A\, s, ..., A\, € Ktales que:

w = )\11)1 +)\2U2+"‘ +/\nvn = Z)\ﬂ}l
=1

N
notacion

NOTACION:
gen{vy,vq,...,v,} representa el conjunto de todas las combinaciones lineales
posibles entre los vectores vy, vy, ..., v,.




Algunos resultados importantes

Observacion: Si {vy,vs,...,v,} C V — K espacio vectorial = gen{vy,vs,...,v,}

es siempre un subespacio de V. Y se nombra como el subespacio generado por v, ... v,.

Para demostrar que este conjunto es un subespacio, tendremos que probar:

a. Oy € gen{vy,vy,...,v,}. De hecho: Oy = 0v; + Ovg + - - - 4 Ov,,. (Pues Ou = Oy en todo

espacio vectorial).

b. Siu,w € gen{vy,vs,...,v,}, quiero ver qué pasa con u + v:

U=1u= v+ vy + -+ N\, Yw = 101 + Povg + -+ + B0,

con\, B, e KVi=1,...n.
Por lo tanto:

u+w = (Avr + Aavg + - + A0n) + (Brvr + Bova + -+ + Bvn)
Aplicando la propiedad asociativa de la suma y agrupando términos:

ut+w=N+0)vi+++ N\, + B)v, € gen{vy,vg, ..., 0.}

c. Siu e gen{vy,vq,...,v,} y @ € K, quiero ver qué pasa con « u.

Pero siu € gen{vl,’Ug, . ,Un} = U= AU+ AoUg+ -+ AU,

au=a(Avr + Aave + -+ Avp) = (@A)vr + (@Ag)vg + -+ + (A,

combinacién lineal del conjunto{v1,...,un }



Generadores y subespacios finitamente generados

De ahora en mas los subespacios se presentaran por las condiciones que cumplen
sus elementos o por un conjunto de vectores que lo genera.

Cuestiones de lenguaje y escritura:

= E| subespacio S de un K-espacio vectorial V se dice que esta generado por
los vectores {vy, v, ..., v,} cuando

S = gen{vy, va, ..., 0.}

» En este caso, {vy, vy, ..., v, } serd un conjunto generador de S.

= Si S tiene un conjunto generador con finitos elementos entonces se dira que S
es finitamente generado.

Otra observacion:

Si S es un subespacio de un K- espacio vectorial V' y {uy,ug,...,us} C S =
gen {u17u27 <o Juk} C S.

Es una consecuencia directa de la definicion de subespacio pues si S es un
subespacio la combinacion lineal de cualquier par de vectores de S estd en S. Por lo tanto,
Si:

vegen{uy,ug, ..., u}t = v = Aus +Aaus + -+ + Apug
——
es
v :/\1U1+)\QUQ+"‘+>\kuk
N—_———
es

Entonces: Si v es combinacién lineal del conjunto {uy, us, ..., u;}, sSe cumple que
veES:
gen {u17u27' . ,Uk} g S

El conjunto generador de un subespacio no es unico. Es facil verlo en los
ejemplos anteriores.

= ; Codmo pruebo que dos conjuntos distintos generan el mismo subespacio?

Tomemos un ejemplo, (distinto del que aparece en el Episodio 2).
Supongamos que nos preguntamos si los subespacios:

S=gen{[1101)", 1 1 12]"}yyT=gen{[1 1 10", [11-2—-1)"}



son iguales.

Para demostrar que dos subespacios son iguales, en este etapa, tendremos que
demostrar que se cumple la doble inclusién.

Primero demostraremos que S C T'y luegoque 7' C S.

Por la ultima observacion sabemos que si un conjunto de elementos esta en un
subespacio, toda combinacion lineal de ellos lo est4d. Vamos a aplicar esta propiedad en
los dos casos.

Vamos a demostrar que cada uno de los generadores de S esta en
T. ;Qué tengo que hacer? Tengo que ” chequear” que cada uno de los generadores
de S esté es combinacion lineal de los vectores del conjunto {[1 1 —1 0]7, [1 1 —2 —1]T}

Veamosque [1101]T e Tyque[l 1 12T €T

1101 =0t 1 =2 =17 +p1 1 -10" <

s110) ' =a+8 a+8 —-2a-8 - &

l=a+p
l=a+p — P
93 0= 205 Sla=-1 =2
l=—-a
1101 e1v

Ahora comprobemos que también [1 112]7 € T

m112f=aft 1 =2 —1]"+p1 1 —10" &

1112 =a+8 a+8 —-2a-8 —-o &

l=a+p

l=a+p — R
& 1= —20—4 @’(L——27;3’—3.

2=—«

1112t erv



Asi demostramos que S C T, pues si los dos generadores der S estan en T toda
combinacion lineal de ellos esta, pues 7' es un subespacio = S C T.

Para demostrar esto, tenemos que ver que cada generador de 7" esta en

el subespacio S. Entonces ahora tenemos que ” chequear’ que [1 1 —1 0]7 € Sy que
[1 1 —2 — 1] € S, entonces tenemos que ver que estos dos vectores son combinacién
lineal de los generadores de S.Tenemos que ver si existen a y 3 tal que :

11 —-10"=af1101)"+p1 112"

11 -10"=a+Ba+8 B a+28)! &

l=a+p
l=a+p — P

@93 Z1-p sla=2 B=-1]
0=a+23

11 -10"esv

Queda como tarea para el hogar chequear que [1 1 —2 — 1]7 € S Una vez comprobado
esto, queda probado que 7' C S

De esta manera probamosque SCTyT CS=5=TV



